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КЛАССИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМОВ
СКАЛЯРНОГО УМНОЖЕНИЯ

Скалярное умножение

Представление скалярного
множителя

Ограничения реализации

По производительности

Рис. Классификация алгоритмов СУ по ограничениям на реализацию, степени
определенности множителей, представлению скаляров

Степень определенности
множителей

По памяти

Произвольный элемент

Фиксированный элемент

Произвольный скаляр

Фиксированный скаляр

Двоичное

NAF {0, 1, -1}, {0, 1, x}

JSFПо производительности и
памяти

По энергопотреблению

По габаритам

По гибкости

По физ. защищенности

JSF – joint sparse form
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КЛАССИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМОВ
СКАЛЯРНОГО УМНОЖЕНИЯ

Скалярное умножение

Без предвычисленийС предвычислениями

С небольшим фиксированным
скалярным множителем

Одновременное скалярное умножение двух элементов

С большим фиксированным скалярным
множителем вида 2m, m>2

Рис. Классификация алгоритмов скалярного умножения по наличию
предвычислений и по степени определенности множителей
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элементом

С фиксированным скалярным
множителем

Без предвычисленийС предвычислениями

Оба произвольные
элементы

С фиксированным и
произвольным элементом

С произвольным
элементом

С произвольным
элементом

Один элемент группы

Оба произвольные
элементы
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АЛГОРИТМ ОДНОВРЕМЕННОГО
СКАЛЯРНОГО УМНОЖЕНИЯ

Алгоритм. Одновременного умножения на основе умножения методом Лим-Лии и «оконного» 
умножения 

Вход: ( ) wkkkk d 2011 ,,,K−= , ( ) wllll d 2011 ,,,K−= , ⎡ ⎤wtd = , G∈QP,  

Выход: lQkPR +=  

1. For 1=u  to 12 −h  do 
1.1. For 0=s  to 1−v  do 

1.1.1. ( )2011 ,,, uuuu h K−← , ∑ −

=
←

1

0, 22 h

i
vbi

i
sb

us PuP . 

2. OP ←′ . 
3. For 1−= bt  downto 0  do 

3.1. PP ′←′ 2 . 
3.2. For 1−= vs  downto 0  do 

3.2.1. ∑ −

= ++←
1

0, 2h

i rbsvbi
i

rs KI . 

3.2.2. If ( )0, ≠rsI  then rsIu ,← , usPPP ,+′←′ . 

4. Вычисление: QQ wi
i 2= , 1,0 −= di . 

5. OQ ←′ , OB ← . 

6. For 12 −= wj  downto 1 do 

6.1. For each i  for which jki =  do  

6.1.1. iQBB +← . 

6.2. BQQ +′←′ . 

7. QPR ′+′← . 

8. Return ( )R . 
 

 

0 
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2 

1 

b 

a 

0 

Рис. Таблица предвычислений алгоритма 
Лим-Лии 
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УСОВЕРШЕНСТВОВАННЫЙ АЛГОРИТМ
ОДНОВРЕМЕННОГО СКАЛЯРНОГО УМНОЖЕНИЯ

Метод Усовершенствованного одновременного умножения на основе 
умножения Лим-Лии и «оконного» умножения 

Вход: ∑ ∑ ∑−

=

−

=

−

=
++

++=
1

0

1

0

1

0
2h

r

v

s

b

j
jbsvbr

jbsvbrKk , ( ) wllll d 2011 ,,,K−= , wvh ,, , ⎡ ⎤hta = , 

⎡ ⎤vab = , ⎡ ⎤wtd = , G∈QP, , constP = , constQ ≠  
Выход: lQkP +  
1. For 1=u  to 12 −h  do 

1.1. ( )2011 ,,, uuuu h K−= . 

1.2. ∑ −

=
=

12/

0
2

2,0 2h

r
rvb

ru PuP , u
vb

u PG ,0,0 2← . 

1.3. For 1=s  to 1−v  do 
1.3.1. u

sb
us PP ,0, 2← . 

1.3.2. us
vb

us PG ,, 2← . 
2. OP ←′ . 
3. For 12/ −= br  downto 0  do 

3.1. PP ′←′ 2 . 
3.2. For 1−= vs  downto 0  do 

3.2.1. ( )∑ −

= +++++ +←
12/

0 12222
2

, 22h

i rbsvbirbsvbi
i

rs KKI . 

3.2.2. If ( )0, ≠rsI  then rsIu ,← , usPPP ,+′←′ . 

3.2.3. ( ) ( )( )∑ −

= +++++++ +←
12/

0 1212212
2

, 22h

i rbsivbrbsivb
i

rs KKI . 

3.2.4. If ( )0, ≠rsI  then rsIu ,← , usGPP ,+′←′ . 

4. Вычисление: QQ wi
i 2= , 1,0 −= di . 

5. OQ ←′ , OB ← . 
6. For 12 −= wj  downto 1 do 

6.1. For each i  for which jki =  do  
6.1.1. iQBB +← . 

6.2. BQQ +′←′ . 
7. QPR ′+′← . 
8. Return ( )R . 
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h-1

5
3

b/2
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1
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h-2
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0

0
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Рис. Таблица предвычислений метода Лим-Лии (сверху) и две
таблицы предвычислений усовершенствованного метода

(снизу)
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УСОВЕРШЕНСТВОВАННЫЙ АЛГОРИТМ
ОДНОВРЕМЕННОГО СКАЛЯРНОГО УМНОЖЕНИЯ

Утверждение 1. Вычислительная сложность алгоитма
одновременного умножения на основе усовершенствованного
метода Лим-Лии с параметрами h и v и «оконного» умножения
шириной окна предвычислений w для скалярных множителей k и l , 
битовой длины t, составит:

Утверждение 2. Пространственная сложность алгоритма
одновременного умножения на основе усовершенствованного
метода Лим-Лии с параметрами h и v и «оконного» умножения
шириной окна предвычислений w для скалярных множителей k и l , 
битовой длины t, составит:

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) G
dbl

G
add

wwwG
dbl

G
add

hhaver IdwIdIbIaAI ++−+−−++−−= 22121221212

( ) ( )( ) Gwh SvAS 12122 −+−=
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Вычислительные сложности предложенного и
базового методов при соизмеримых размерах
предвычислений
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Аналитические и количественные
оценки

Таблица 8.1
Аналитические оценки вычислительной сложности алгоритмов СУ без 

предвычислений 
Наименование Вычислительная сложность 

Алгоритм 2.1. Двоичное умножение слева направо ( ) G
dbl

G
add

taver tIIAI += 21.2  

Алгоритм 2.2. Двоичное NAF  умножение ( ) G
dbl

G
add

t tIIAI += 32.2  
Алгоритм 2.3. Двоичное умножение Монтгомери ( ) G

dbl
G
add tItIAI +=3.2  

 
Таблица 8.2

Количественные оценки вычислительной сложности алгоритмов СУ без 
предвычислений, в групповых операциях 

Вычислительная сложность 
t=163 t=233 t=283 t=409 t=571 Наименование 

G
addI  G

dblI  G
addI  G

dblI  G
addI  G

dblI  G
addI  G

dblI  G
addI  G

dblI  
Алгоритм 2.1. Двоичное умножение 
слева направо 82 163 117 233 142 283 205 409 286 571 

Алгоритм 2.2. Двоичное NAF  
умножение 

55 163 78 233 95 283 167 409 191 571 

Алгоритм 2.3. Двоичное умножение 
Монтгомери 163 163 233 233 283 283 409 409 571 571 
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Аналитические и количественные
оценки

Таблица 9.1
Аналитические оценки вычислительной сложности алгоритмов СУ с 

предвычислениями 
Наименование Вычислительная сложность 

Алгоритм 2.4. «Оконное» умножение ( ) ( )( ) ( )( ) add
wwwaver IdAI 2212124.2 −+−−=  

Алгоритм 2.5. «Оконное» NAF умножение  ( ) ( )( ) ( )( )dbladdadd
w

dbl tIIwtIIAI +++−+= − 1121 2
5.2  

Алгоритм 2.6. Умножение Лим-Лии 
фиксированного элемента ( ) ( )( )( ) dbladd

hhaver bIIaAI +−−= 12126.2  

Алгоритм 2.7. Комбинированное умножение 
фиксированного элемента ( ) ( )( ) dbladd

wwaver dIIdAI +−= 2127.2  

 
Таблица 9.2

Количественные оценки вычислительной сложности алгоритмов СУ с 
предвычислениями, в групповых операциях 

Вычислительная сложность 
t=163 t=233 t=283 t=409 t=571 Наименование 

G
addI G

dblI G
addI G

dblI  G
addI G

dblI G
addI G

dblI G
addI G

dblI
Алгоритм 2.4. «Оконное» умножение, 4=w  52 0 68 0 80 0 109 0 147 0 
Алгоритм 2.5. «Оконное» NAF умножение, 

4=w  36 164 50 234 60 284 85 410 118 572

Алгоритм 2.6. Умножение Лим-Лии 
фиксированного элемента, 8=h , 3=v  20 7 29 10 35 12 51 18 71 24 

Алгоритм 2.7. Комбинированное умножение 
фиксированного элемента, 10=w  17 17 24 24 29 29 41 41 58 58 

 
mul

P
add II 4,13≈ , mul

P
dbl II 55,5≈  
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Аналитические оценки

Таблица 2.9
Аналитические оценки вычислительной сложности алгоритмов одновременного СУ 

Наименование Вычислительная сложность 
Алгоритм 2.8. Одновременное умножение ( ) ( ) ( )( ) dbladd

ww
add

w tIIdIAI +−−+−= 222
8.2 212132  

Алгоритм 2.9. Одновременное умножение 
Шамира, без предвычислений (двоичное 
представление) 

( ) ( ) dbladd
aver tIItAI ++= 14

3
9.2  

Алгоритм 2.9. Одновременное умножение 
Шамира, без предвычислений (NAF) ( ) ( ) dbladd

aver tIItNAFAI ++= 29
5

9.2  

Алгоритм 2.9. Одновременное умножение 
Шамира, без предвычислений (JSF) ( ) ( ) dbladd

aver tIItJSFAI ++= 22
1

9.2  

Алгоритм 2.10. Одновременное умножение на 
основе комбинированного умножения 
фиксированного элемента и «оконного» 
умножения 

( ) ( )( ) ++−= G
dbl

G
add

wwaver dIIdAI 21210.2  

( )( ) ( )( ) G
add

www Id 221212 −+−−+  

Алгоритм 2.11. Одновременное умножение на 
основе умножения Лим-Лии фиксированного 
элемента и «оконного» умножения 

( ) ( )( )( ) ++−−= dbladd
hhaver IbIaAI 2121211.2  

( )( ) ( )( ) add
www Id 221212 −+−−+  
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Количественные оценки

Таблица 11.1
Количественные оценки вычислительной сложности алгоритмов одновременного 

СУ, в групповых операциях 
Вычислительная сложность 

t=163 t=233 t=283 t=409 t=571 Наименование 
G
addI G

dblI G
addI  G

dblI G
addI G

dblI G
addI G

dblI G
addI G

dblI

Алгоритм 2.8. Одновременное умножение, 
4=w  293 163 311 233 323 283 354 409 395 571 

Алгоритм 2.9. Одновременное умножение 
Шамира, без предвычислений (двоичное 
представление) 

124 163 176 233 214 283 308 409 430 571 

Алгоритм 2.9. Одновременное умножение 
Шамира, без предвычислений (NAF) 93 163 132 233 160 283 230 409 320 571 

Алгоритм 2.9. Одновременное умножение 
Шамира, без предвычислений (JSF) 84 163 119 233 144 283 206 409 288 571 

Алгоритм 2.10. Одновременное 
умножение на основе комбинированного 
умножения фиксированного элемента и 
«оконного» умножения, 10=h , 4=w  

69 17 92 24 109 29 150 41 205 58 

Алгоритм 2.11. Одновременное 
умножение на основе умножения Лим-Лии 
и «оконного» умножения, 8=h , 4=v , 

4=w  

72 3 97 4 115 5 160 7 218 9 

 
mul

P
add II 4,13≈ , mul

P
dbl II 55,5≈  
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